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Informacje
Zadania, ktore zostaly juz rozwiazane, maja kotka obok swych numeréw zamalowane na czarno.

Jesli w zadaniu wystepuja podpunkty (a), (b), itd. (a nie (i), (ii), itd.), kazdy podpunkt tego zadania
to osobne zadanie.

W rozwiazaniu Zadania X mozna korzysta¢ z Zadania Y (nawet, jesli Zadanie Y nie zostalo jeszcze
rozwiazane!), jesli Zadanie Y wystepuje w tym zbiorze zadan wezesniej niz Zadanie X oraz Zadanie Y
nie ma gwiazdki (chyba, ze Zadanie X tez ma gwiazdke).

Notacja i terminologia

Dla dowolnej rodziny A podzbioréw zbioru X, o(.A) oznacza najmniejsza o-algebre podzbioréw zbioru
X, ktora zawiera wszystkie zbiory z A (jest to o-algebra generowana przez A). O o-algebrze zbiorow
powiemy, ze jest osrodkowa, jesli jest generowana przez rodzine (co najwyzej) przeliczalna.

Miare p na o-algebrze 9t podzbioréw zbioru X nazywamy:

e o-skoriczong, jesli zbior X mozna przedstawic¢ jako sume |J, -, A, gdzie zbiory A, naleza do I
oraz maja skonczong miare p (czyli p(A4,) < oo);

e atomem, jesli zbior wartosci miary p jest dwuelementowy;

e bezatomowg, jesli spetlniony jest nastepujacy warunek: dla dowolnego zbioru A € 91 o dodatniej
mierze p istnieje zbior B € M, taki ze B C A oraz 0 < u(B) < pu(A);

e punktowo skonczong, jesli zbiory mierzalne o skoriczonej mierze p pokrywaja zbior X.

Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to B(X) oznacza o-algebre generowana przez wszystkie zbiory
otwarte w X . Elementy tej o-algebry to zbiory borelowskie, a funkcje z X w R mierzalne wzgledem B (X)
nazywamy funkcjami borelowskimi. Ogolniej, jesli (Z,9) oraz (€2, X) to przestrzenie mierzalne, wtedy
funkcje f: Z — Q nazywamy OM-X-mierzalng (lub krotko mierzalng), jesli f~1(B) € 9M dla dowolnego
zbioru B € ¥. Jesli f jest bijekcja 9M-Y-mierzalng, a jej funkcja odwrotna f~! jest X-9-mierzalna,
wtedy f nazywamy izomorfizmem przestrzeni mierzalnych.

Dla rodziny zbioréw A oraz zbioru C' okreslamy A [ C' jako rodzing zbiorow {ANC: A € A}.

Przestrzen polska to osrodkowa przestrzen topologiczna, ktora jest metryzowalna w sposéb zupelny.

Uwaga: W zadaniach mozna uzywaé¢ nastepujacego twierdzenia Aleksandrowa-Hausdorffa: pod-
przestrzen przestrzeni metryzowalnej w sposob zupelny jest metryzowalna w sposéb zupelny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest to podzbior typu 9.
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(3) Poda¢ przyktad niezerowej miary p: 9t — [0, 1] (okreslonej na o-algebrze podzbioréw zbioru
X), o nastepujacych whasnosciach:

e dla dowolnego punktu z € X istnieje zbior A € M, taki ze x € A oraz u(A) = 0;
e u(B) € {0,1} dla dowolnego zbioru B € .

(4) Wykazac, ze jesli p jest punktowo skoriczong miara bezatomowsa na zbiorze X, to dla kazdego
punktu x zbioru X istnieje zbior mierzalny A, taki ze z € A oraz pu(A) = 0.

(5) Wykazaé, ze jesli p jest miarg o-skonczona okreslong na osrodkowej o-algebrze I, to p jest
bezatomowa wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt zbioru X nalezy do zbioru mierzalnego o mierze
zZero.
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(5) Wykazac, ze jesli u: 9t — [0, 00] jest miara bezatomowa, to dla dowolnego zbioru A € 9
oraz liczby t spelniajacej 0 < t < u(A) istnieje zbior mierzalny B C A, taki ze u(B) = t.

(5) Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryzowalng. Oznaczmy przez A najmniejszg rodzine
funkcji u: X — R, ktora ma nastepujace wlasnosci:
o A zawiera wszystkie funkcje ciggte z X w R;
e jesli funkcje uy, us, ... € A sa wspoélnie ograniczone i zbiegaja punktowo do funkcji u: X —
R, to funkcja u takze nalezy do A.
Wykazac, ze A pokrywa sie z rodzina wszystkich ograniczonych funkcji borelowskich z X w R.
Czy w powyzszym zadaniu mozemy metryzowalno$é przestrzeni pominagé lub zastapié¢ jakims

innym warunkiem (topologicznym)?

(4) Dla skoniczonej niezerowej miary p na zbiorze X wykaza¢ rownowazno$é nastepujacych wa-
runkow:

(i) calka wzgledem p jest funkcjonatem multiplikatywnym, tj. [, fgdp = [y fdp- [, gdp dla
dowolnych ograniczonych funkcji mierzalnych f,g: X — R;

(i) u(A) € {0,1} dla dowolnego zbioru mierzalnego A C X.

(5) Wykazaé, ze istnieje rodzina .# podzbioréow zbioru N, ktora spelnia nastepujace warunki:

N ¢ . oraz {n} € .# dla dowolnej liczby n € N;
AU B € .# dla wszelkich A, B € .¥;

jesli B € . oraz A C B, wtedy A € .;

dla dowolnego zbioru A CN: Ae # lubN\ A e 7.

(3) Niech F bedzie rodzina wszystkich podzbiorow A zbioru N, dla ktérych ciag (M)OO jest

n n=1

zbiezny (gdzie | B| oznacza moc zbioru oraz I, & {1,...,n}). Niech p: F — [0, 1] bedzie funkcja

zbioru dana wzorem p(A) = lim, oo W;—I"'. Wykazaé, ze:

e J nie jest o-algebra;
o AUB e JForaz (AU B) = u(A) + p(B) dla dowolnych roztacznych zbiorow A, B € F;

e istnieje ciag Ay, Ao, ... € F parami roztacznych zbioréw, takich ze zbior A aof U~ A, nalezy

do F, ale p(A) # 37, u(Ay).
(5) Czy rodzina F z poprzedniego zadania jest algebra zbiorow?

(4) Niech K bedzie zwarta przestrzenia metryzowalna, a p: B(K) — {0, 1} dowolna miara, taka
ze u(K) = 1. Wykazaé, ze wtedy pu = 0, dla pewnego punktu a € K (gdzie §,(A) =1, gdy a € A
oraz 6,(A) = 0 w przeciwnym przypadku; é, to tzw. delta Diraca [lub miara Diraca] w punkcie
a).

(3) Niech Z bedzie o-pierscieniem podzbioréw zbioru X, tzn. taks rodzing zbiorow, ze:

s J X,
e A\ B €% dla wszelkich A, B € %;
o ilekro¢ Ay, Ay, ... € X, tylekro¢ |~ | A, € Z.

Wykazacé, ze:
o(#)={ACX: AeZ VvV X\AecZ}
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(3) Niech fi, fa,...: X — R bedzie ciagiem funkcji 9-mierzalnych (gdzie 9t to o-algebra
podzbiorow zbioru X). Wykazaé, ze wtedy zbior zlozony z wszystkich z € X, takich ze ciag
fi(z), fa(x), ... jest zbiezny (w R), nalezy do 9.

(5) Niech X 1Y beda osrodkowymi przestrzeniami metryzowalnymi, a f: X — Y dowolna funkcja
borelowska. Wykazaé¢, ze wtedy wykres funkcji f jest zbiorem borelowskim w X x Y.

(5) Niech Z bedzie przestrzenia metryzowalng mocy nie wickszej niz 2%, a (X, 9) dowolng
przestrzenig mierzalng. Wykaza¢, ze jesli funkcje f,g: X — Z sa mierzalne (tzn. sa IMM-B(2)-
mierzalne), to zbior {x € X: f(z) = g(z)} nalezy do 9.

(4) Niech (X,9) oraz (£2,%) beda dwiema przestrzeniami mierzalnymi. Wykazac, ze jesli ist-
nieja zbiory X' € 9 oraz ' € X, takie ze przestrzenie mierzalne (X,9M) oraz (', X [ ) sa
izomorficzne i podobnie (X', 9 [ X') i (€2, X) sa izomorficzne, to rowniez (X, M) oraz (2, %) sa
izomorficzne.

(4) Niech X bedzie osrodkowa przestrzenia metryzowalna. Wykazaé, ze zbior A C X jest bo-
relowski wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt zbioru A ma otoczenie U (w X), takie ze
ANU € B(X).

(5) Podaé przyktad przestrzeni metryzowalnej X i jej podzbioru A o tej wlasnosci, ze kazdy punkt
przestrzeni X ma otoczenie otwarte U, takie ze U N A € B(X), ale A ¢ B(X).

(5) Wykazaé, ze jesli podzbior A przestrzeni metryzowalnej X ma te wlasnosé, ze kazdy punkt
o

zbioru A ma otoczenie U (w X), takie ze ANU jest zbiorem typu Z,s w X, to zbior A jest tegoz
typu w X.

(3) Niech X i Y beda dwoma c-zwartymi lokalnie zwartymi przestrzeniami 75, a F' zbiorem
domknietym w X x Y. Wykaza¢, ze rzut zbioru F' na przestrzen X (czyli zbior {z: (z,y) € F'})
jest zbiorem borelowskim w X.

(5) Czy rzut na pierwsza wspohrzedna kazdego zbioru borelowskiego w [0, 1]? jest zbiorem bore-
lowskim?

(3) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, a Y jej dowolna podprzestrzenia. Wykazaé, ze
B(Y) =B(X) [ Y. Wywnioskowaé stad, ze jesli Y € B(X), to Z C Y nalezy do B(Y) wtedy
i tylko wtedy, gdy nalezy do B(X).

(3) Niech p bedzie o-skoniczona miara okreslona na o-algebrze 9. Wykazaé, ze istnieje miara
A9 — [0, 1], taka ze dla dowolnego zbioru A € M zachodzi réwnowaznosé:

p(A) =0 < A(A) =0.

(4) Niech p: 9 — [0, 00] bedzie dowolna miara na zbiorze X. Okreslamy p*: P(X) — [0, o0

formuta p*(A) aof inf{u(B): A C B € M}. Wykazaé, ze u* to miara zewnetrzna przedluzajaca

miare p, taka ze
(A0 = Jim (40

n=1

dla dowolnego wstepujacego ciagu zbiorow A; C Ay C ... C X.

(3) Poda¢ przyktad miary zewnetrznej okreslonej na zbiorze potegowym pewnego zbioru, ktora
nie ma wlasnosci wyrazonej w wystawionym wzorze w poprzednim zadaniu.
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(3) Wykazaé, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0 istnieje zbiér U otwarty w R, taki ze U = [0, 1] oraz
|U| < e, gdzie |U| oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a zbioru U.

(4) Niech 9 bedzie o-algebra na zbiorze X, a T C X zbiorem nienalezacym do 9. Podac
wzgrabny” wzor na (M U {T'}). (Odpowiedz uzasadnic).

(4) Wykazaé, ze niezerowa miara skoriczona p jest atomem wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen
L*(p) jest jednowymiarowa.

(5) Dla rodziny A podzbioréw zbioru X oznaczmy przez mon(.A) najmniejsza rodzine D pod-
zbioréw zbioru X o witasnosciach:
e ACTD,
e jesli Ay CAyC...iA,€D (n>0), wtedy U,—, A, € D;
e jesli Ay DA D ... 1A, €D (n>0), wtedy () —, A, € D.

Wykazaé, ze jesli A jest algebra zbiorow, to mon(A) = o(A).

(4) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze jesli p i A to dwie skoriczone miary borelowskie na R,
takie ze u((—o00,a)) = A((—00,a)) dla dowolnej liczby a € R, to u = A.

(5) Wykazaé, ze jesli p jest miara o-skonczona okreslona na osrodkowej o-algebrze, to przestrzen
Banacha L'(u) jest osrodkowa.

(4) Niech p bedzie borelowska miara probabilistyczna na [0, 1], taka ze p({a}) = 0 dla wszelkich
a € [0,1] oraz pu(U) > 0 dla dowolnego niepustego zbioru U otwartego w [0,1]. Wykazac, ze
wtedy istnieje homeomorfizm h: [0,1] — [0,1], taki ze u(A) = |h(A)| dla dowolnego zbioru
borelowskiego A C [0, 1] (gdzie | - | oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a). Ile jest takich
homeomorfizmoéow?

(3) Niech Ay, A,, ... bedzie ciagiem zbioréw z o-algebry 9, a p taka miara na I, ze
Z (4, < oo.
n=1

Wykazaé, ze wtedy zbior Z & N2, Ure,, A nalezy do 9 oraz u(Z) = 0.
(5) Poda¢ przyktad miary bezatomowej, ktora nie jest punktowo skonczona.

(4) Wykazac, ze jesli f,: Z — X, (dla n > 0) jest funkcja 9t-mierzalng (gdzie M jest o-
algebra na 7), a X,, jest osrodkowa przestrzenia metryzowalna, to zestawienie (f,)0,: Z >
2z (fu(2))22 € T2, X, jest odwzorowaniem 9-mierzalnym (przy czym na zbiorze [[07, X,
rozwazamy topologie produktows,).

(4) Niech p bedzie o-skoriczong miara borelowska na przestrzeni polskiej X. Wykaza¢, ze istnieje
ciag Ky, Ky, ... zbiorow zwartych w X, taki ze (X \ (U —, K,)) = 0.

(5) Niech p bedzie o-skoniczona miara borelowska na przestrzeni polskiej X. Wykazaé, ze dla
dowolnego zbioru borelowskiego B € 9B(X) istnieje ciag K, Ko, ... zwartych podzbioréw zbioru
B, taki ze u(B\ (U,—, K,)) = 0.



